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高等数学是高等学校理工类各专业必修的基础理论课程!高等数学的主要研究对象是

函数"函数是从量的角度抽象描述自然现象或社会现象中的运动变化#是刻画某一运动变化

过程中变量之间依存关系的一种数学模型$#主要研究函数的微积分学!高等数学的内容一

般包括一元函数微积分学%多元函数微积分学%无穷级数%空间解析几何和常微分方程!

通过高等数学的教学#我们要达到两个目标&一是使学生获得高等数学的基本概念%基

本理论%基本方法和基本运算技能#为学习各类后续课程和进一步扩大数学知识面奠定必要

的和坚实的数学基础'二是努力培养学生的数学素养#即通过各教学环节#逐步培养学生的

辩证唯物主义思想#抽象思维能力和逻辑思维能力#综合运用所学知识分析和解决实际问题

的能力#初步抽象概括问题的能力#较强的自主学习能力#以及创新精神和创新能力!

为了达到高等数学教学的目标#我们努力编写了一本适合高职高专理工类各专业的高

等数学教材!本教材具有以下特点!

!"

针对性强

本教材根据(高职高专教育高等数学课程教学基本要求)和高职高专学生实际编写而

成#适合高职高专理工类各专业的学生使用#具有较强的针对性!本书结构安排合理#内容

由浅入深#从基础理论到应用逐层递进#便于学生学习!

#"

科学性强

本教材的编写以*研究性学习+理念为指导!*研究性学习+是一种建构性的%追求协商

的%尊重个性的%以人为本的*体验式学习+!*研究性学习+的关键是要在学习的各个阶段提

出适当的研究问题#以便在学习过程中为学生创造能亲自体验地进行研究性学习的平台!

本教材在介绍基本概念%基本理论的同时#精心设计了一些研究性问题供学生研究探讨#比

如#为什么要引进左%右极限#左%右导数#等等#让学生知道为什么引进以及如何引进这些概

念的!

,

!

,



$"

操作性强

针对学生存在基础不同%接受能力不同%个性有差异等情况#我们引入和叙述基本概念%

基本理论时#先从几何直观%实际问题引入概念#然后上升到理论#便于学生理解和接受!在

例题的选编上#考虑了基础型%提高型%研究创新型等各种类型#这样教师教学时便于操作!

由于不同的专业对高等数学的要求不同#其中带
!

的部分#可供某些对高等数学要求较高的

专业选用#因此教材具有一定的弹性!

%"

实用性强

本教材在习题的选配上#兼顾了理论方法的练习和实际应用的练习#合理配置了基本题

和提高题的数量!每节后配备了一定梯度%数量适当的习题#每章后还配备了总习题#题型

均采用当今普通高等教育专升本高等数学考试的试题形式#分为选择题%填空题%计算题%证

明题和应用题等#习题选用了部分省市专升本的真题#可供专升本学生学习与借鉴#为专升

本学生提供帮助!

对本教材的编写#我们进行了充分的准备工作#组织参编单位的专家教授#召开了多次

教材编写研讨会#拟定了教材编写大纲%教材主要内容和教材编写特色!本教材主编为渭南

师范学院薛利敏教授'副主编有赤峰学院杨冀林#华北水利水电学院程鹏#中国人民解放军

国际关系学院夏正仁#湖南信息职业技术学院张钟德以及运城职业技术大学曹帅雷'编者有

赤峰学院敖恩#湖南信息职业技术学院尹屹#安阳师范学院董永刚和韩卫卫#潞安职业技术

学院李小娥#中国人民解放军国际关系学院闻杰%朱永婷和刘玉霞以及湖南民族职业学院黄

文峰和李博!本教材由薛利敏教授完成统稿工作!

尽管我们的初衷是编写一本能奠定数学基础%传授数学思想%培养数学素养%介绍数学

方法%可读性强和便于教学的好书#但由于编者水平所限#书中的缺点%错误在所难免#恳请

各位同行不吝赐教#诚请读者批评指正!

编
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函数与极限

!!!

!

函数!

"

!!"

!

初等函数!

#

!!#

!

数列的极限!

$

!!$

!

函数的极限!

"%

!!%

!

无穷小与无穷大!

"&

!!&

!

极限的运算法则!

"'

!!'

!

极限存在准则和两个重要极限!

"$

!!(

!

无穷小的比较!

(%

!!)
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函数的连续性!
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总习题一!
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导数与微分

"!!

!

导数概念!

()

"!"

!

函数的求导法则!

*#

"!#

!

高阶导数!

&"

"!$

!

隐函数的导数及由参数方程所确定的函数的导数!
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"!%
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函数的微分!
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微分中值定理与导数的应用

#!!

!

微分中值定理!

#+

#!"

!

洛必达法则!

'(

#!#

!

函数的单调性与曲线的凹凸性!

'#

#!$

!

函数的极值与最值!

+%

#!%

!

曲线的渐近线与函数图形的描绘!

+'

#!&

!

曲率!
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总习题三!
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不定积分

$!!

!

不定积分的概念与性质!

$#

$!"

!

换元积分法!

)%

$!#

!

分部积分法!

))

"

$!$

!

几种特殊类型函数的积分!

"%*

总习题四!
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定积分及其应用

%!!

!

定积分的概念!

""(

%!"

!

定积分的性质!

""'

%!#

!

微积分基本公式!

""$

%!$

!

定积分的计算法!

"("

%!%

!

反常积分!

"(#

%!&

!

定积分的几何应用!

"()

%!'

!

定积分的物理应用!

"*'

总习题五!
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向量代数与空间解析几何

&!!

!

空间直角坐标系与向量的线性运算!

"&"

&!"

!

数量积
!!

向量积!

"&'

"

"

"



&!#

!

平面及其方程!

"&)

&!$

!

空间直线及其方程!

"#*

&!%

!

曲面及其方程!

"#'

&!&

!

空间曲线及其方程!

"'"

总习题六!
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多元函数微分学

'!!

!

多元函数的基本概念!

"''

'!"

!

偏导数!

"+"

'!#

!

全微分及其应用!

"+#

'!$

!

多元复合函数的求导法则!

"+)

'!%

!

隐函数的求导法则!

"$(

'!&

!

多元函数微分学的几何意义!

"$#

'!'

!

方向导数与梯度!

"$$

'!(

!

多元函数的极值及其应用!

")(

总习题七!
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多元函数积分学

(!!

!

二重积分的概念与性质!

"))

(!"

!

二重积分的计算法!

(%*

(!#

!

二重积分的应用!

("(

(!$

!

三重积分!

("+

(!%

!

对弧长的曲线积分!

((%

(!&

!

对坐标的曲线积分!

((&

(!'

!

格林公式及其应用!

(()

总习题八!
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无穷级数

)!!

!

常数项级数的概念与性质!

(*&

)!"

!

常数项级数的审敛法!

(*$

)!#

!

幂级数!

(&&

"

#

"
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函数展开成幂级数及其应用!

(#%

)!%

!

傅里叶级数!

(#'
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微分方程

!*!!

!

微分方程的基本概念!

(''

!*!"

!

一阶微分方程!

(')

!*!#

!

可降阶的高阶微分方程!

(+#

!*!$

!

二阶常系数齐次线性微分方程!

(+$

!*!%

!

二阶常系数非齐次线性微分方程!

($(

总习题十!

($#

附录
!!

常用数学公式!

"('

附录
"!

常用平面曲线及其方程!

")*

附录
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积分表!
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习题答案与提示!
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函数与极限

高等数学的主要研究对象是函数!研究任务是函数的各种性态!特别是函数的微分和积

分
!

极限理论是微积分的基本理论!极限方法是微积分的基本分析方法!是研究函数的重要

工具
!

本章将介绍函数"极限与连续的基本知识和有关的基本方法!为今后的学习打下必要

的基础
!

!"! 函
!

数

!!!!!

区间和邻域

设
"

!

#

"

"

!且
"

#

#

!称集合"

$ "

#

$

#

#

!

$

"

"

#为开区间!记作$

"

!

#

%!它在数轴上表

示点
"

与点
#

之间的线段$如图
"#"

所示%&称集合"

$ "

$

$

$

#

!

$

"

"

#为闭区间!记作

'

"

!

#

($如图
"#$

所示%&类似地!称"

$ "

$

$

#

#

!

$

"

"

#为左闭右开区间!"

$ "

#

$

$

#

!

$

"

"

#为左开右闭区间!分别记作'

"

!

#

%和$

"

!

#

(

!

图
!#!

!!!!

图
!#$

另外!记$

#

%

!

&

%

%

'"

!$

#

%

!

#

%

'

"

$

%

$

#

#

!

$

"

"

#!$

"

!

&

%

%

'

"

$

%

$

&

"

!

$

"

"

#

!

设
$

(

"

"

!

!&

(

!称集合"

$ $#$

(

#!

!

$

"

"

#为
$

(

的
!

邻域!记作
%

$

$

(

!

!

%!其中

$

(

称为该邻域的中心!

!

称为该邻域的半径
!

即
%

$

$

(

!

!

%

'

$

$

(

#

!

!

$

(

&

!

%$如图
"#)

所

示%

!

特别地!不包含中心点的邻域称为去心邻域!记作

%

*

$

$

(

!

!

%

'%

$

$

(

!

!

%

#

"

$

(

#

'

"

$ (

#

$#$

(

#!

!

$

"

"

#

!

邻域的左半部分和右半部分分别称为左邻域和右邻域!分别记作
%

#

$

$

(

!

!

%和
%

&

$

$

(

!

!

%

!

容易知道!

%

#

$

$

(

!

!

%

'

$

$

(

#

!

!

$

(

%!

%

&

$

$

(

!

!

%

'

$

$

(

!

$

(

&

!

%

!

)

!

)
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!!!!#

函数

定义
!

设
&

为非空的实数集!

$

和
'

为两个变量!如果对于每一个
$

"

&

!按照对应法则
(

!

都有唯一确定的
'

"

"

与之对应!则称
'

是
$

的函数!记作
'

'

(

#

$

$

!

其中!

$

称为自变

量!

'

称为因变量!

&

称为函数的定义域!记作
&

(

!对于
$

"

&

!称其对应的值
'

为
$

的函

数值!当
$

取遍
&

的每一个值的时候!函数值的全体组成的集合称为函数的值域!记作

(

#

&

$或
)

(

!即
)

(

'

(

#

&

$

'

%

'

%

'

'

(

#

$

$!

$

"

&

&

!

由定义可知!确定一个函数需确定函数的定义域和对应法则!因此!我们也称定义域和

对应法则为函数的两个要素
!

如果两个函数
(

和
*

的定义域与对应法则相同!则称这两个函

数相同
!

例
!

函数
'

'$+,$

与
'

'+,$

$是否为同一个函数*

解
!

'

'$+,$

的定义域为"

$ $

&

(

!

$

"

"

#!

'

'+,$

$的定义域为"

$ $

"

"

!

$

'

(

#

!

两个函

数的定义域不同
!

故这两个函数为不同的函数
!

例
$

求函数
'

'

"

+

-

$

$#"

%

的定义域
!

解
!

要使函数有意义!即要求
+

-

$

$#"

%

'

(

!且
$#"

&

(!

因此!函数
'

'

"

+

-

$

$#"

%

的定义域为"

$ $

&

"

!

$

'

$

#

!

例
%

设
(

$

$

%

'$./,

"

$

!求
(

$

!

$ %

!

解
!

(

$

!

$ %

'

$

!

./,

"

$

!

'

$

!

./,

!

$

'

$

!

!

函数的表示方法一般有三种+表格法!图像法!解析法
!

特别要说明的是!存在着分段表

示的函数!即在自变量的不同变化范围内!对应法则用不同的式子来表示的函数
!

例
&

设符号函数
(

$

$

%

'.

-

,$'

#"

!

$

#

(

!

(

!

$'(

!

"

!

$

&

(

!

(

)

*

求
(

$

#"

%!

(

$

(

%!

(

$

"

%

!

图
!#&

解
!

这个函数的定义域为
"

!值域为"

#"

!

(

!

"

#

!$

在不同的

变化范围内!对应法则有不同的式子表示!是个分段函数
!

因为

#"

#

(

!故
(

$

#"

%

'#"

!同理!

(

$

(

%

'(

!

(

$

"

%

'"!

其图像如图
"#0

所示
!

)

#

)

高
%

等
%

数
%

学
%

$第二版%



定义
#

设函数
'

'

(

#

$

$!

$

"

&

!值域为
)

(

!

如果对每一个
'

"

)

(

!都有唯一一个
$

"

&

!使得

(

#

$

$

'

'

!那么就确定了一个以
'

为自变量的函数!称为函数
'

'

(

#

$

$的反函数!记作

$'

(

#"

#

'

$

!

由于习惯上用
$

表示自变量!

'

表示因变量
!

因此!一般地!

'

'

(

#

$

$!

$

"

&

的反函数

记作
'

'

(

#"

#

$

$!

$

"

(

#

&

$

!

!!!!$

函数的性质

在中学阶段!我们已经学习了函数的几个简单的性质!例如单调性,奇偶性等
!

现在我们

重新来认识这些性质并引入一个新的性质!即有界性
!

定义
$

设
(

#

$

$定义在区间
+

上!对任意的
$

"

!

$

$

"

+!

当
$

"

#

$

$

时!有
(

#

$

"

$

#

(

#

$

$

$!则称

函数
(

#

$

$在区间
+

上单调增加'当
$

"

#

$

$

时!有
(

#

$

"

$

&

(

#

$

$

$!则称函数
(

#

$

$在区间

+

上单调减少
!

定义
%

设函数
(

#

$

$的定义域
&

关于原点对称#即若
$

"

&

!则
#$

"

&

$

!

如果对于任意的

$

"

&

!有
(

#

#$

$

'#

(

#

$

$!则称函数
(

#

$

$为奇函数
!

如果对于任意的
$

"

&

!有
(

#

#$

$

'

(

#

$

$!则称函数
(

#

$

$为偶函数
!

由定义可知+奇函数的图像关于原点对称!偶函数的图像关于
'

轴对称
!

在判断一个函

数为奇函数还是偶函数的时候!我们也常常用
(

$

$

%

1

(

$

#$

%

'(

来判断
!

当然也存在着非奇非偶函数!例如
(

$

$

%

'$&23.$!

例
'

证明函数
(

$

$

%

'+,

$

$& "&$槡
$

%为奇函数
!

证明
!

函数
(

$

$

%的定义域为
"

!关于原点对称
!

另外!

(

$

$

%

&

(

$

#$

%

'+,

$

$& "&$槡
$

%

&

+,

$

#$& "&$槡
$

%

'+,"'(!

即
(

$

$

%

'#

(

$

#$

%

!

所以函数
(

$

$

%

'+,

$

$& "&$槡
$

%为奇函数
!

定义
&

设函数
(

#

$

$的定义域为
&

!若存在常数
,

&

(

!使得对任意的
$

"

&

!有
$&,

"

&

且

(

#

$&,

$

'

(

#

$

$!则称
(

#

$

$为周期函数!

,

称为
(

#

$

$的周期
!

由定义可知+周期为
,

的函数!在定义域内长度为
,

的区间上!函数的图像有相同的

形状
!

例如!函数
(

$

$

%

'./,$

!

(

$

$

%

'23.$

都是以
$

!

为周期的周期函数
!

在以
$

!

为长度的

区间上函数的图像有相同的形状
!

)

$

)
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定义
'

设函数
(

#

$

$在区间
+

上有定义!若存在正数
-

!使得对任意的
$

"

+

!都有
(

#

$

$

$

-

成立!则称函数
(

#

$

$在区间
+

上有界!也称
(

#

$

$是区间
+

上的有界函数'如果这样的

正数
-

不存在!则称函数
(

#

$

$在区间
+

上无界
!

在高等数学中!我们常用符号-

+

.表示存在!用符号-

,

.表示任意
!

故函数
(

$

$

%在区间

+

上有界也可以用下面的语言叙述+若
+

-

&

(

!使得对
,

$

"

+

!都有
(

$

$

%

$

-

成立!则

称函数
(

$

$

%在区间
+

上有界&若对
,

-

&

(

!总存在
$

(

"

+

!使得
(

$

$

(

%

&

-

成立!则称函

数
(

$

$

%在区间
+

上无界
!

例
(

证明
(

$

$

%

'./,$

在
"

上有界
!

证明
!

函数
(

$

$

%的值域是'

#"

!

"

(!故
+

"

&

(

!使得对
,

$

"

"

!都有
./,$

$

"!

故

(

$

$

%

'./,$

在
"

上有界
!

再如+函数
(

$

$

%

'

"

$

在闭区间'

"

!

$

(上有界!但在开区间$

(

!

"

%内无界
!

定义
(

设函数
(

#

$

$在区间
+

上有定义!若
+

-

&

(

!使得对
,

$

"

+

!都有
(

#

$

$

$

-

#

(

#

$

$

-

-

$成立!则称函数
(

#

$

$在区间
+

上有上界#下界$!也称
(

#

$

$是
+

上有上界#下界$函数
!

显然!有界函数必有上界和下界&反之!既有上界又有下界的函数必是有界函数
!

例如!

(

$

$

%

'$

$在区间$

#

%

!

(

%内无上界但有下界!故在区间$

#

%

!

(

%内这个函数不

是有界函数
!

习题
!"!

"!

用区间表示下列不等式的解
!

!

"

"

$

$

$

4

#

!!!!!!!!!!!!!!!!

!

$

"

$#$

#

"

#

!

)

"

$

$

#5$#6

#

(!

$!

判断下列函数是否是同一个函数
!

!

"

"

(

!

$

"

'

$

$

#4

$&)

与
*

!

$

"

'$#)

# !

$

"

(

!

$

"

' $槡
$与

*

!

$

"

'$

#

!

)

"

(

!

$

"

'+,

$

$#"

与
*

!

$

"

'+,$#+,

!

$#"

"

!

)!

判断下列函数的奇偶性
!

!

"

"

(

!

$

"

'$&$$

)

# !

$

"

(

!

$

"

'$

$

23.$

#

!

)

"

(

!

$

"

'

$

$

&$

#$

)

!

0!

判断下列函数的单调性
!

!

"

"

(

!

$

"

'$

$

&"

# !

$

"

(

!

$

"

'+,$!

)

%

)
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!"# 初等函数

在函数中!有一类函数我们经常要用到!这一类函数非常重要!即初等函数
!

由于初等函

数是由基本初等函数构成的!所以我们先介绍基本初等函数
!

!!#!!

基本初等函数

下列五种函数+幂函数,指数函数,对数函数,三角函数和反三角函数称为基本初等函

数
!

基本初等函数在中学已经学习过!在这里我们仅介绍它们的基本性态
!

图
!#'

!)

幂函数

幂函数
(

$

$

%

'$

"

$

"

为任意常数%的定义域和值域因
"

的

不同而不同!但在$

(

!

&

%

%内都有定义!且图像都过点$

"

!

"

%

!

现在以
(

$

$

%

'$

$为例!函数
(

$

$

%

'$

$的定义域

为
"

!值域为'

(

!

&

%

%&在$

#

%

!

(

(是单调减少的!在

'

(

!

&

%

%是单调增加的&在
"

上为偶函数!不是周期函数!

也不是有界函数!但有下界
!

图
"#5

给出了常见的几种幂函数的图像
!

$)

指数函数

指数函数
(

$

$

%

'"

$

$

"

&

(

!

"

'

"

%的定义域为$

#

%

!

&

%

%!值域为$

(

!

&

%

%!图像都经

过点$

(

!

"

%

!

当
"

&

"

时!

(

$

$

%

'"

$是单调增加的&当
(

#

"

#

"

时!

(

$

$

%

'"

$是单调减少的
!

指

数函数
(

$

$

%

'"

$

$

"

&

(

!

"

'

"

%在定义域上是非奇非偶函数!不是周期函数!也不是有界函

数!但有下界
!

如图
"#6

所示
!

%*

对数函数

对数函数
(

$

$

%

'+3

-

"

$

$

"

&

(

!

"

'

"

%的定义域为$

(

!

&

%

%!值域为$

#

%

!

&

%

%!图像都

经过点$

"

!

(

%

!

当
"

&

"

时!

(

$

$

%

'+3

-

"

$

是单调增加的&当
(

#

"

#

"

时!

(

$

$

%

'+3

-

"

$

是单调

减少的
!

对数函数
(

$

$

%

'+3

-

"

$

$

"

&

(

!

"

'

"

%在定义域上是非奇非偶函数!不是周期函数!也

不是有界函数
!

如图
"#7

所示
!

图
!#(

!!!!

图
!#+

)

&

)
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当
"'8

时!

(

$

$

%

'+3

-

"

$

简记为
(

$

$

%

'+,$!

这个常见的对数函数称为自然对数!其中

8'$!7"9$9

/为无理数
!

&)

三角函数

三角函数有+正弦函数
(

$

$

%

'./,$

!余弦函数
(

$

$

%

'23.$

!正切函数
(

$

$

%

':;,$

!余

切函数
(

$

$

%

'23:$

!正割函数
(

$

$

%

'.82$

和余割函数
(

$

$

%

'2.2$!

(

$

$

%

'./,$

和
(

$

$

%

'23.$

的定义域为$

#

%

!

&

%

%!值域为'

#"

!

"

(&它们在定义域

内不是单调函数!但是在某个区间上是单调的&

(

$

$

%

'./,$

是奇函数!

(

$

$

%

'23.$

是偶函

数&它们都是以
$

!

为周期的周期函数&它们都是有界函数
!

如图
"#9

,图
"#4

所示
!

图
!#,

!!!

图
!#-

(

$

$

%

':;,$

的定义域是
$

%

$

"

"

!

$

'

.

!

&

!

$

!

.

为整数
" #

!值域是
"

&它在定义域上不

是单调的函数!但是在某个区间上是单调的&它是以
!

为周期的奇函数&它是无界函数
!

(

$

$

%

'23:$

的定义域是"

$ $

"

"

!

$

'

.

!

!

.

为整数#!值域是
"

&它在定义域上不是单

调函数!但是在某个区间上是单调的&它是以
!

为周期的奇函数&它是无界函数
!

正割函数
(

$

$

%

'.82$'

"

23.$

!余割函数
(

$

$

%

'2.2$'

"

./,$

!

它们的性质可以根据
23.$

和
./,$

得到
!

')

反三角函数

反三角函数是各个三角函数在其特定的单调区间上的反函数
!

反正弦函数
(

$

$

%

';<2./,$

是正弦函数
./,$

在区间
#

!

$

!

!

$

' (

上的反函数!其定义域

为'

#"

!

"

(!值域为
#

!

$

!

!

$

' (

&它在'

#"

!

"

(上为单调增加的有界函数
!

反余弦函数
(

$

$

%

';<223.$

是余弦函数
23.$

在区间'

(

!

!

(上的反函数!其定义域为

'

#"

!

"

(!值域为'

(

!

!

(&它在'

#"

!

"

(上为单调减少的有界函数
!

反正切函数
(

$

$

%

';<2:;,$

是正切函数
:;,$

在区间
#

!

$

!

!

$

$ %

内的反函数!其定义域

为$

#

%

!

&

%

%!值域为
#

!

$

!

!

$

$ %

&它在定义域上为单调增加的有界函数
!

反余切函数
(

$

$

%

';<223:$

是余切函数
23:$

在区间$

(

!

!

%内的反函数!其定义域为

$

#

%

!

&

%

%!值域为$

(

!

!

%&它在定义域上为单调减少的有界函数
!

)

'

)
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!!#!#

复合函数与初等函数

定义
!

设函数
'

'

(

#

/

$!

/

"

&

(

及
/'

#

#

$

$!

$

"

&

#

!且
#

#

&

#

$

.

&

(

!则
'

通过变量
/

称为

$

的函数!称它为由
(

#

/

$和
#

#

$

$构成的复合函数!记作
(

#

#

#

$

$$!

/

称为中间变量
!

例
!

求由函数
'

'+,/

!

/'"#$

复合而成的复合函数!并求复合函数的定义域
!

解
!

由
'

'+,/

!

/'"#$

复合而成的复合函数为
'

'+,

$

"#$

%

!

因为
/

&

(

!所以要求

"#$

&

(

!故复合函数的定义域为$

#

%

!

"

%

!

例
$

!

分析函数
'

'8

"&槡 $的复合结构
!

解
!

函数
'

'8

"&槡 $可以看成由
'

'8

/

!

/'槡0!

0'"&$

三个函数复合而成
!

定义
#

由基本初等函数和常数经过有限次四则运算和有限次复合运算所构成的!并能用一

个解析式表示的函数!称为初等函数
!

例如!

'

'

$

$

&./,$

$#"

!

'

'+,

$

"& "&$槡
$

%都是初等函数
!

习题
!"#

"!

求下列函数的定义域
!

!

"

"

(

!

$

"

'

"

$

$

&"

#

!!!!!!!!!!

!

$

"

(

!

$

"

'

"

$

$

#"

& $槡 #"

#

!

)

"

(

!

$

"

'+,

"

$#"

!

$!

分析下列函数的复合结构
!

!

"

"

(

!

$

"

'+,

"

"&$

$

# !

$

"

(

!

$

"

';<2./,

!

"#$槡
$

"#

!

)

"

(

!

$

"

'

"

./,

$

$

!

)!

求下列函数的反函数
!

!

"

"

(

!

$

"

'./,)$

$

$

" #

!

6

$

!

6

' (

# !

$

"

(

!

$

"

'$

$

#"!

)

(

)
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!"$ 数列的极限

极限是高等数学中最基本的一个概念!极限以及极限的思维方法贯穿高等数学的始终
!

在微积分中!几乎所有的概念都是通过极限来定义的!所以准确理解极限的概念,掌握极限

的计算方法是学好高等数学的基础
!

!!$!!

数列的概念

直观上说!数列就是将一些数按照一定的次序排成一列!这样的一列数就称为数列
!

定义
!

定义在自然数集上的函数
$

1

'

(

#

1

$#

1'"

!

$

!

)

!($!其函数值按自变量
1

的大小顺

序排成一列
$

"

!

$

$

!

$

)

!(!

$

1

!(!称为一个数列!简记为%

$

1

&

!

数列中的每一个数叫作数

列的项!第
1

项
$

1

称为数列的一般项或通项
!

例如!数列
"

$

!

$

)

!

)

0

!/!

1

1&"

!/的通项
$

1

'

1

1&"

!

既然数列是特殊的函数!所以可以仿照定义函数的单调性和有界性来定义单调数列和

有界数列
!

定义
#

若数列%

$

1

&满足
$

"

$

$

$

$

$

)

$

(

$

$

1#"

$

$

1

$

(!则称数列%

$

1

&单调递增'若数列

%

$

1

&满足
$

"

-

$

$

-

$

)

-

(

-

$

1#"

-

$

1

-

(!则称数列%

$

1

&单调递减
!

例如!数列"

$

1

#单调递增&数列
"

1

" #

单调递减
!

定义
$

设数列%

$

1

&!如果存在正数
-

!使得对任意的
1

!都有
$

1

$

-

成立!则称数列%

$

1

&

是有界数列'否则!称数列%

$

1

&是无界的
!

显然!有界数列"

$

1

#的所有项都被包含在一个闭区间'

#-

!

-

(上
!

例如!数列"

./,1

#就是一个有界数列!而数列"

1

$

#就是一个无界数列
!

!!$!#

数列的极限

关于数列!我们现在主要研究!当数列"

$

1

#的自变量
1

越来越大时!它的通项
$

1

是如

何变化的*

)
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!!

例如!数列
"&

"

1

" #

直观上看!当
1

越来越大时!它的通项
$

1

'"&

"

1

就越来越无限地接

近于常数
"

&数列
"

1

$

" #

直观上看!当
1

越来越大时!它的通项
$

1

'

"

1

$

就越来越无限地接近于

常数
(!

那么!如何刻画
"&

"

1

" #

与
"

的接近程度* 所谓数列
"&

"

1

" #

与
"

无限接近就是动点
"&

"

1

与定点
"

的距离无限小!因此!我们引入距离
"&

"

1

#"

!

可以看出!当
1

越来越大时!

$

1

'

"&

"

1

越来越无限接近于
"

!就可以用距离
"&

"

1

#"

足够小来刻画
!

那么!

"&

"

1

#"

怎样才

算足够小呢* 事实上!给定
"

"((

!只要
1

&

"((

!就有
"&

"

1

#"

'

"

1

#

"

"((

!即从第
"("

项开始!

数列
"&

"

1

" #

中的所有项与常数
"

的距离都小于
"

"((

!

同理!给定
"

"(((

!只要
1

&

"(((

!就有
"&

"

1

#"

'

"

1

#

"

"(((

&给定
"

"((((

!只要
1

&

"((((

!就有
"&

"

1

#"

'

"

1

#

"

"((((

!

一般地!无论给定的正数
$

多么小!总可以从数列的某一项$比如第
2

项%开始!只要

1

充分大$

1

&

2

%!总有
$

1

#"

#$

!

这时!我们就把常数
"

叫作数列
"&

"

1

" #

当
1

/%

时的极限
!

从而引入数列极限的定义
!

定义
%

设%

$

1

&是一个数列!

"

是一个常数!如果对任意给定的
$&

(

!总存在正整数
2

!使得

当
1

&

2

时!都有
$

1

#"

#$

成立!则称常数
"

是数列%

$

1

&的极限!或称数列%

$

1

&收敛

于
"

!记作
+/=

1

/%

$

1

'"!

此时!我们也称数列%

$

1

&的极限存在'否则!称数列%

$

1

&的极限不存

在!或称数列%

$

1

&发散
!

注
"

极限定义中的
$

是任意小的正数
!

一方面!正因为
$

的这个性质!才可以表示

$

1

#"

无限接近于
(

'另一方面!一旦给出了
$

!

$

就被相应地确定了下来!在这个意义下!

我们又认为
$

!

$

$

!槡$等都是等价的!

#

极限定义中的
2

不是唯一的!也不一定非要是整数!只要存在这样的正数
2

即可
!

$

几何意义)在邻域
%

#

"

!

$

$之外至多含有数列%

$

1

&的有限项
!

如图
"#"(

所示
!

图
!#!.

)

*
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!!

例 用定义证明
+/=

1

/%

1

1&"

'"!

证明
!

对任意给定的
$&

(

$不妨设
$#

"

%!要使
1

1&"

#" #$

!即要
1

1&"

#"

'

"

1&"

#

"

1

#$

!故只要
1

&

"

$

!

于是!对任意的
$&

(

!取
2'

"

$

!当
1

&

2

时!都有
1

1&"

#" #$

成立
!

根

据极限的定义!有
+/=

1

/%

1

1&"

'"!

注 为什么不妨设
$#

"

*

!!$!$

收敛数列的性质

下面我们不加证明地给出收敛数列的几个性质
!

定理
!

!

若数列"

$

1

#收敛!则其极限是唯一的
!

定理
$

!

若数列"

$

1

#收敛!则数列"

$

1

#有界
!

注
"

有界的数列不一定收敛
!

例如!数列%#

#"

$

1

&

!

#

若数列%

$

1

&无界!则数列%

$

1

&发散
!

定理
%

!

若
+/=

1

/%

$

1

'"

&

(

$

"

#

(

%!则存在正整数
2

!当
1

&

2

时!有
$

1

&

(

$

$

1

#

(

%

!

定理
&

!

设
+/=

1

/%

$

1

'"

和
+/=

1

/%

'1

'#

!若存在正整数
2

!当
1

&

2

时!有
$

1

$

'1

!则
"

$

#!

习题
!"$

"!

判断下列数列哪些是有界数列
!

!

"

"

1&"

1

$

" #

#

!!!!!

!

$

"%

./,1

&#

!!!!

!

)

"

"

1

./,

!

1

" #

#

!!!!!

!

0

"%

1

$

&

!

$!

根据数列极限的定义证明
!

!

"

"

+/=

1

/%

"&

"

1

$ %

'"

# !

$

"

+/=

1

/%

"

槡1
'(

# !

)

"

+/=

1

/%

"&

"

$

1

$ %

'"!

!"% 函数的极限

!!%!! $

/

$

(

时函数的极限

类似于数列极限!

$

/

$

(

时函数
(

$

$

%的极限!就是研究当
$

无限地接近
$

(

时!函数

(

$

$

%的变化趋势
!

例如!我们来观察当
$

/

"

时!函数
(

$

$

%

'$&"

和
(

$

$

%

'

$

$

#"

$#"

的变化趋势
!

直观上

看!当
$

/

"

时!这两个函数都无限地接近
$

!它们的区别无非在于第一个函数在
$'"

处有

)

+!

)

高
%

等
%

数
%

学
%
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定义!而第二个函数在
$'"

处无定义
!

实际上!当
$

/

"

时!就是指
$

无限地接近
"

!但不能

等于
"

!所以跟函数本身在
$'"

处是否有定义无关
!

类似于数列极限!我们给出
$

/

$

(

时函数
(

$

$

%极限的定义
!

定义
!

设函数
(

#

$

$在点
$

(

的某个去心邻域
%

*

#

$

(

$内有定义!

3

为常数
!

若对任意给定的

$&

(

!存在正数
!

!使得当
(

#

$#$

(

#!

时!恒有
(

#

$

$

#3

#$

成立!则称函数
(

#

$

$

当
$

趋于
$

(

时以
3

为极限!记作
+/=

$

/

$

(

(

#

$

$

'3!

此时也称当
$

/

$

(

时
(

#

$

$的极限存在'

否则!称当
$

/

$

(

时
(

#

$

$的极限不存在
!

注
"

定义中的
$

与数列极限定义中的
$

具有相同的含义
!

#!

不唯一!往往是很小的一个正数!实际上!

!

越小越好!因为
!

越小!意味着
$

与
$

(

越接近!在应用中强调的是
!

的存在性
!

$

由定义可知)当
$

/

$

(

时!函数
(

#

$

$以
3

为极限的几何意义就是当
$

落在
%

*

#

$

(

!

!

$

内时!函数的图像落在两平行直线
'

'31

$

之间
!

如图
"#""

所示
!

图
!#!!

例
!

证明
+/=

$

/

$

(

4'4!

证明
!

对于任意的
$

!由于
(

$

$

%

#3 ' 4#4

0

(

!因此!对任意给定的
$&

(

!总可

以存在
!&

(

!当
(

#

$#$

(

#!

时!总有
(

$

$

%

#3 ' 4#4 '(

#$

成立!所以

+/=

$

/

$

(

4'4!

该例题说明常数的极限就是其本身
!

例
$

证明
+/=

$

/

$

(

$'$

(

!

证明
!

由于
(

$

$

%

#3 ' $#$

(

!因此!对任意给定的
$&

(

!取
!

'

$

!则当
(

#

$#$

(

#!

时!有
$#$

(

#$

!

根据极限的定义得
+/=

$

/

$

(

$'$

(

!

例
%

证明
+/=

$

/

$

$

$$&"

%

'5!

证明
!

由于
(

$

$

%

#3 '

$

$$&"

%

#5 '$$#$

!因此!对任意给定的
$&

(

!要使

$$#$

#$

!只要
$#$

#

$

$

!于是取
!

'

$

$

!则当
(

#

$#$

#!

时!总有
(

$

$

%

#3

#$

!

故
+/=

$

/

$

$

$$&"

%

'5!

在
$

/

$

(

时函数
(

$

$

%极限的定义中!我们研究的是当
$

从
$

(

的左,右两侧同时趋于

$

(

时!函数
(

$

$

%的变化趋势!但是有些函数$如分段函数在分段点处%当
$

从
$

(

的左,右两

)

!!

)
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侧同时趋于
$

(

时!没有变化趋势!而
$

从一侧趋于
$

(

时却有变化趋势或函数仅在某点的一

侧有定义$如在定义区间端点处%

!

于是我们引入左,右极限的定义
!

定义
#

设函数
(

#

$

$在点
$

(

的左邻域
%

#

#

$

(

$内有定义!

3

为常数
!

若对任意给定的
$&

(

!存

在正数
!

!使得当
(

#

$

(

#$

#!

时!有
(

#

$

$

#3

#$

!则称常数
3

为函数
(

#

$

$当
$

趋于

$

(

时的左极限!记作
+/=

$

/

$

#

(

(

#

$

$

'3

或
(

#

$

#

(

$

'3!

请读者给出右极限的定义
!

右极限记作
+/=

$

/

$

(

&

(

$

$

%

'3

或
(

$

$

(

&

%

'3!

由定义
"

和定义
$

不难得出下面的定理
!

定理
!

!

+/=

$

/

$

(

(

$

$

%

'3

的充要条件是
+/=

$

/

$

(

#

(

$

$

%

'+/=

$

/

$

(

&

(

$

$

%

'3!

图
!#!$

例
&

讨论
+/=

$

/

(

$

$

!

解
!

+/=

$

/

(

#

$

$

'+/=

$

/

(

#

#$

$

'+/=

$

$

/

(

#

#"

%

'#"

!

+/=

$

/

(

&

$

$

'+/=

$

/

(

&

$

$

'+/="

$

/

(

#

'"

!

左,右极限都存在但不相等!由定理
"

知
+/=

$

/

(

$

$

不存在
!

如

图
"#"$

所示
!

!!%!# $

/%

时函数的极限

设函数
(

$

$

%定义在'

"

!

&

%

%上!类似于数列情形!我们研究当自变量
$

/

&

%

时!函数

(

$

$

%的变化趋势
!

例如!对于函数
(

$

$

%

'"&

"

$

!从直观上容易知道!当
$

无限增大时!函数

(

$

$

%

'"&

"

$

无限地接近于
"!

一般地!当
$

趋于
&

%

时!函数极限的定义如下
!

定义
$

设函数
(

#

$

$定义在+

"

!

&

%

$上!

3

为常数
!

若对任意给定的
$&

(

!存在正数
5

#

&

"

$!

使得当
$

&

5

时!有
(

#

$

$

#3

#$

!则称函数
(

#

$

$当
$

趋于
&

%

时以
3

为极限!记作

+/=

$

/

&

%

(

#

$

$

'3!

此时!也称当
$

趋于
&

%

时!

(

#

$

$的极限存在'否则!称当
$

趋于
&

%

时!

(

#

$

$的极限不存在
!

注 当
$

/

&

%

时!函数
(

#

$

$以
3

为极限意味着)存在
5

&

(

!当
$

"

+

5

!

&

%

$时!

3

的任意小邻域内必含有
(

#

$

$的全部函数值
!

现设
(

#

$

$为定义在#

#

%

!

#

,或#

#

%

!

#

,

1

+

"

!

&

%

$上的函数!当
$

/

#

%

或
$

/%

时!若函数
(

#

$

$能无限地接近某个常数
3

!则称
(

#

$

$当
$

/

#

%

或
$

/%

时以
3

为极限!

)

#!
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